Material Didatico de Apoio
INTRODUQAO AO ESTUDO DOS LIMITES

1.1 INTRODUCAO

O limite observa o comportamento de uma funcdo f (x)quando x tende a a.
Considere a funcdo f(x) =x + 4. Se montarmos uma tabela com valores se
aproximando de f(1) pela esquerda e pela direita, vamos observar que quanto mais x tende

para 1, mais f(1) tende para 5.

X fx)=x+4
1,2 5,2
11 51
1,05 5,05
1,03 5,03
1,01 5,01
X fx)=x+4
0,5 4,5
0,7 4,7
0,85 4,85
0,95 4,95
0,99 4,99

Observe que & medida que x tendea 1 (x — 1), f(x) tende a f(1)(f(x) — f(1)).

Portanto, o limite de f(x) quando x — 1 é 5. O limite de f(x) quando x tende a a
ndo depende do valor que f(x) assume em a, mas sim dos valores proximos a f (a). Por isso,
diz-se que limite é um conceito local.

A férmula do limite quando a fungéo é continua no ponto a é: lim,_,, f(x) = f(a),
sendo que f(a) = L.
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1.2. SIMBOLOGIA OU NOTACAO

lim f(x) =1L
xX—a
Lé-se que a funcdo y = f(x) tem limite L quando x se aproxima (ou tende) de a.

Obs.: O limite de uma funcdo y = f(x) quando x se aproxima de a € Unico.

A funcdo g = f(x) tem limite L quando x se aproxima de a , 0 que se denota por:

f)=y

A

Y g= f(x

limy_, f(x) =L

J
T 2 (a.L)

. A
chl_r)rcllq—L o —

Quando x tende a a; f (x) tende a L.

Se podemos fazer o valor de f (x) tdo préximo do n° L quanto quisermos tomando x
suficientemente proximo (mas ndo igual) a a.

1.3. PROPRIEDADES DE LIM ITES
lim,_, f(x) =L, e lim,,,g(x) =1L,

1.3.1. SOMA OU SUBTRACAO

lim[£(x) £ g()] = lim f(x) + lim g(x) = Ly + Ly

Ex: lim,_,,(5x* — 2) = lim,_,; 5x* — lim,,; 2 =5(1)* -2 =3
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1.3.2. MULTIPLICACAO

lim f(x) * g(x) = lim f(x) * lim g(x) = L, * L,
xX—a xX—a x—a

Ex: lim,_; x? xe¥ = lim,_; x% *lim,_,; e* = (1)?xel =¢

1.3.3. DIVISAO

: FOO) _ limgg f(0) _ Ly
lim,._,, o Mg L, desde que L, # 0

. x243x] _ limyop,(x243x) _ (2)%43(2) _ 446 _ 10 _
Ex: hm""“[ x+3 ] T limgo,(x+3) 243 5 5 2
1.3.4. MULTIPLICAQAO POR UMA CONSTANTE

lim Kf(x) = Klim f(x) = K * L,
X—a xX—-a

1.4, CASOS DE SUBSTITUICAO DIRETA
Exemplos de limite em fung6es continuas (substitui o valor)

a) limy,,x2+2=(2)2+2=4+2=6
b) lim,;x+3x=1+3(1) =4
¢) lim,,,e*=e=1

d) lim,,,3 =3

15.  CASOS EM QUE A SUBSTITUICAO DIRETA NAO E POSSIVEL
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Sao casos em que a funcdo ndo € definida no valor que estamos considerando no
calculo do limite.

Necessidade de reescrever a fungdo usando artificios matematicos.

Deve-se substituir a fungdo dada por outra mais apropriada que assuma 0s mesmos
valores que a funcdo original em todos os pontos, exceto em x = a.

Também chamadas de formas indeterminadas do tipo % Nestes casos, deve-se

reescrever a fungdo de outra forma visando simplificar para que se possa cair no caso da
substituicdo direta. Para atingir o objetivo da substituicao direta pode-se usar:

e Colocacdo em evidéncia

e Produtos notaveis

¢ Raizes de funcBes quadraticas

e Fatoracdo de Polinbmios

e Multiplicacao, etc.

/

Revisdo: Lembrando que existem fungdes que precisam ser reescritas de outra forma
para que depois ocorra a substituicdo pelo valor. Relembrando produtos notaveis:
(x?+a®)=(x+a)(x—a)
(x +a)? =x% + 2ax + a?
(x —a)? =x2 —2ax + a?

//

. Por fatoracdo:

(x3+2x2-9x—18)

a) lim,_ )

M +2x2—-9x—18| x -3
5&\3+3x2

x> +5x+6
Bx2 — 9x — 18
—5x2 + 15x
By — 18
“%6x + 18
0
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(x—=3)* (x> +5x+6) =x3+2x2—9x — 18

2 S
lim,_, & +Sz‘£)b‘\3) = limy3x2+5x+ 6 =(3)2+5(3) +6 =9+ 15+ 6 = 30

x%-1
b) lim,_,—
) x—1 x—1

. 21 . (x+1)( .
hrnx—)ljch1 = hmx—)l% = llmx_,lx +1=14+1=2
= Achando as raizes usando Baskara e colocando na forma
(x — x1) * (x — x3), onde x; e x, sdo raizes da equagao.
> ATENCAO ao jogo de sinal.

X% 4+5x+6
x+3

Achando as raizes:

a) lim,__;

X2 4+5x+6=0

X = —5+,/25—4+(1)*(6) _
- 2 - 2 2 2

—5+1 —-5-1
x1 - 5 == _2 XZ = - _3

(= x1) * (x — x2)
(x=(=2)* (x = (=3))
(x+2)x(x+3)

2 *
Logo, lim,_,_3 > :i’;% = lim,_,_5 &2 (3 D= _342=-1

= Por multiplicacdo

(V5-1)
x—1

(Vx-1) (Vx+1) _

*

limx—>1 —1 (\/J_C—l) -

a) lim,_,

. (x—1) RT
lim,_,, oD lim

1 1 1

2l rer T 141 2
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1.6. LIMITES DE FUNCOES COMPOSTAS

Dada g(f (x)). Considere lim,_,,, f(x) = a

Fazendo: f(x) = u -+ Atrtificio
lim g(f(x)) = lim g(u)
xX-p u-a

Exemplos:

1) Calcular lim,_,, Vx?2 + 5 usando os conhecimentos de fun¢do composta:

u=x%2+5
limy,,u - lim,_,x24+5=2245=4+5=9

Entdo lim,_, VxZ + 5 = limy_¢vVu = V9 = 3

2_
2) Calcular lim,._,, xx_16
x“—16 . -16 . (x+4)*(x—4)

lim, g Vu = V8 ou 2+/2

1.7. LIMITES NO INFINITO

Limite de uma funcéo no Infinito

lim f(x) =1L

X—->00

A funcgéo f tem limite L quando x cresce alem de qualquer limite (ou quando x
tende ao infinito). Entdo podemos fazer que f(x) se aproxime arbitrariamente de L

tomando x suficientemente grande.
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A funcdo f tem limite M quando x decresce além de qualquer limite (ou quando X
tende a menos infinito). Entdo podemos fazer que f(x) se aproxime arbitrariamente de M

tomando x negativo e suficientemente grande em valor absoluto.

= Exemplo
_(—1sex <0
f&) _{+1sex2 0
lim f(x) =1
X— 00
lim f(x) =-1
X——0o
1
X
-1

= Propriedade para o limite no infinito

Para todo n > 0, temos limx_,ooxinz 0e limx_,_ooxinz 0 desde que xin esteja

definido.

Condicéo: n seja inteiro e positivo.

Para calcular o limite de uma funcéo racional no infinito deve-se dividir o numerador
e 0 denominador da expressao por x™, onde n é a maior poténcia presente no denominador
da expressao.

Observe que os limites do numerador e do denominador nao existem quando x — co.

= Exemplos:
5 x2—x+3 1x2 x 3
. x2-x+3 . = = 3ta _0-0+0 0
a) lim,_ S T limy e 55 = limy o 5575 = 0 3 0
x3 x3
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3x2+8x—4 3x2 8x 4
3x24+8x—4 2 2322 _ 3+0-0 _ 3

b) limyq, X2 +ax—5 limyseo igmms = 1Moo 2% ax_ 5 T 240-0 2
x2 x2 " x2 x2
4x2+2x+5 4x? 2x s
. 4x2+2x+5 . Nz . Z 2tz | 44040
C) limy o = limy 0 5755 = liMy 0 7 = =
2x2%2+43x+2 2x2+3x+2 2x2 3x 2 24040
X2 X2 X2 %2
10x342x2+7x 10x3  2x2  7x
. 10x3+2x2+7x . — 3 . -3 t53t3 10+0+0 10
R O L/ S O e N | O N A _10_
X2 4x242x3+43 X0 ax2+2x3+3 X200 ax? 223 3 0+2+0 2
x3 X3 T3 K3

1.8. LIMITES LATERAIS

. 1 . 1
lim, o+ =t lim, (- L= ™

1.9. LIMITES E AS FORMAS TRIGONOMETRICAS

Lembrando.
Sen = fungdo seno = y = senx

Gréfico: Senoide (periddica e continua).

TN

W

2

s
[#%]
=
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x - lim senx

0 0

r +1

2

T 0
3 —1

2

2T 0

Obs.: Observar onde a sendide passa, lembrando que a imagem do sen=[-1;1].

Cos= fung¢do cosseno—>y = cos x
Grafico: Cossendide (periddica e continua)
nO1AC (PELIoCica c continya) ...
A

\_\q/é
2

3]

2

X - lim cos x
0 +1
n 0
2
T -1
3n 0
2
2T +1

1.10. APLICACAO PRATICA EM ECONOMIA [A.P.E]

= Funcdes de Custo Médio
EX,: A Custom Office fabrica uma linha de mesas para executivos. Estima-se que o
custo total da fabricacdo de x mesas de certo modelos é de C(x) = 100x + 200.000 ddlares

por ano, de modo que o custo médio da fabricagdo de x mesas € dado por C_=C7x) =

100x+200990 — 100 + @ dolares por mesa. Calcule lim,_. C(x) € interprete os
resultados.
o _ 200.000 _ ~200.000
lim C(x) = lim (100 +—> = lim 100 + lim —— = 100
X—00 X—00 X X—00 X—00 X
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Interpretacdo: quando o nivel do produto cresce o custo médio se aproxima de $100
por mesa.

O resultado que obtivemos € esperado se considerarmos suas implicacOes
econdmicas. Observe que, a medida que o nivel de producédo cresce, o custo fixo por mesa
produzida, representado pelo termo ( 200.000/x), diminui. O custo médio se aproxima de um

valor constante por unidade produzida — neste caso $100.

EX,: O custo médio por disco (em délares) que a Herald Records tem ao fabricar x

CDs de audio é dado pela funcdo custo médio C = 1,8+3'(:C£. Calcule lim,_ C(x) e

interprete os resultados.

_ 3.000 3.000
lim C(x) = lim (1,8 + T) = lim 1,8 + lim =

X—00 X—00 X—00 X—00 X

1,8

Interpretacdo: a medida que a produgdo de CDs cresce “além de qualquer limite”, o custo

médio diminui e se aproxima de $1,8 por disco.
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ANEXO

CONTINUIDADE DE UMA FUNQAO
Condic¢es para uma funcgéo ser contrinua:

(1) O ponto precisa estar no dominio da funcéo.
(2) A funcdo precisa ter um limite quando x — a
(3) Esse limite precisa ser igual a f (a)

IMPORTANTE: A continuidade de uma funcdo é uma condicdo necessaria (CN)
para a sua diferenciabilidade.

Dada uma funcdo primitiva y = f(x) e se q representa quociente diferenciavel
Ay/Ax, e v a grandeza de Ax, entdo o fato de que lim,,_, g exista (em x = x,) significara que
a derivada dy/dx existe.

Neste caso a fungdo y = f(x) é diferenciavel no ponto (x = x,). Sendo o processo
de obtencdo da derivada dy/dx chamado de diferenciacéo.
Graficamente: uma funcéo continua possui um grafico que pode ser tracado sem que o “lapis”
ou “caneta” sejam levantados do papel.

Uma funcdo continua ndo apresenta “falhas” em seu gréfico.

Exemplos de gréaficos de fungdes ndo continuas .

~

Uma funcéo f(x) é continua em x = a, desde que a seguinte igualdade seja verdadeira:

lim f(x) = f(a)
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Exercicios propostos

1. Calcular os seguintes limites utilizando as propriedades:

a) lim,_,x3

b) lim,_5x

¢) lim,_ (1 — 2x?)

d) lim,.,(2x3 —3x2+x + 2)
e) limg,y(2s% — 1) = (2s + 4)

2. Considere as seguintes funcdes:
fx)=x+3 e gx)=x—-1
Achar:
a) limy, f(x) + g(x)
b) limy,, f(x) — g(x)
c) lim,., f(g(x))

3. Calcular os limites a seguir:

a) lim,_,x?+ 4x + 2
b) lim,_q 2%

3_
C) limx_>0 u

x%-9
d) lim,_ ,——
) x—3 x—3

X242 46

4. Calcular os seguintes limites:

4(x%-4)
xX—2

a) lim,_,

2_
b) lin}x—ﬂ)ﬁjrf
c) limy_ 5+ x
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2x3-3x%+1

d) lim —_—
) X200 2425 +4
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