Material Didatico De Apoio
Equacbes Diferenciais Ordinarias -EDO

1.1 - INTRODUCAO

Definicoes:

1) Equacéo que descreve uma relagéo entre uma funcdo desconhecida (y) e suas
derivadas (y’; y’’; y’’’; etc.).

2) Equagdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis
dependentes em relacdo a uma ou mais variaveis independentes.

1.2 - CLASSIFICACAO
Quanto ao tipo:
EDO = Equacdes diferenciais Ordinarias — equacdo que contém somente derivadas

ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes, com relacdo a uma unica variavel
dependente.

Ex:(y—x)dx +4xdy =0

ou ov

OX ax=

EDP = Equacdes diferenciais parciais — equacdo que envolve parciais de uma ou mais
variaveis dependentes de duas ou mais variaveis independentes.

Ex:a—u:—@

oy OX

ou ou
X—+y—=u

OX oy

Quanto a ordem e grau:

Ordem - a derivada de maior ordem em uma equacao diferencial é, por definicdo, a
ordem da equacao.

%y Y X e on
Ex:—+5 — | —4y=e" —ED ordinaria de 2% ordem
OX OX
4x(;ﬂ +y = X — ED ordinéaria de 12 ordem
X
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', o

o at_z =0 — ED parcial de 42 ordem
X

Grau - o valor do expoente para a derivada mais alta da equagéo.

ordem =2
Ex:y"+3y+6y =sent { }

grau=1

dem =2
N3 VL0 _tgt or
() + 3y oy g1

ordem=1
Y=N0cwdy{ }

grau=1

Quanto a linearidade:

Linear — quando a ordem da derivada mais alta que aparecer na equacdo for = 1

You vt

:>_
dt

Ex:ﬂ:0,5y+5
dt

N&o linear — quando a ordem da derivada mais alta que aparecer na equacao for > 1
d’y dy
—= = i3] 1 : ”’t
a ae (0); (1)

2
Ex: yd y—Zﬂ:Bt
dt? dt

1.3 -SOLUCAO

Objetivo da solucdo: encontrar a funcdo desconhecida que quando substituida na
equacdo diferencial dada reduz a equacdo a uma identidade.

4
Ex: Verificar que y:E é uma solugdo para a equacdo nao linear ?zxy% no
X
intervalo (—oo;+0).
3 3
Resposta : Y = 4.X— _X
OX 16 4
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w_(x)F_x
[

3 2 3 3
Logo, @—xy}/2 0=t kX2 X g
OX 4 4 4 4

possui um n infinito de solucdes (familias);
Solucéo presencdo de constantes arbitrarias;
métodos estabelecidos de solucido para casa tipo de equacio.

Solucdo Geral - na solucdo de uma equacdo de ordem n, além de uma funcdo do
tempo, essa solugdo deve conter também n constantes arbitrérias, sendo que estas ndo
permitem que se defina uma Unica fungdo como solugcdo para a equacgdo diferencial,
mas sim uma familia infinita de fungdes, ou seja, uma solucéo geral.

Solugdo Particular — solucdo obtida com base na designacdo de valores particulares
para as constantes arbitrarias (A). Para achar a solucdo particular deve-se satisfazer
certas condicGes adicionais, chamadas condicdes iniciais, como o Problema de Valor
Inicial (PVI).

2.0 - EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEAR (EDOL)
2.1 -TERMO CONSTANTE E COEFICIENTE CONSTANTE

» Caso homogéneo

ﬂ+cy=0

» Forma: dt

_ —ct
=  Solucédo Geral: y(t) = Ae

Ex:3dy

—+12y=0
a

Normalizando a equagéo — % __ 1y

3
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dy_ 4 1Oy
dt y dt
ji.ﬂdtz—ﬂdt

y dt

Iny=-4t+c

4t ,C

e =e e

y=Ae™

ic: A=e° (constante arbitraria)

» Caso ndo homogéneo

Forma: ﬂ+cy:b
dt
)=y, +
yO =y, +Y, dy

Solucao Geral: :onde, se y=k (constante), logo = =0
¢ y(t) = Ae™ +9 y=k ( ). log dt
c

entdo cy, =b

b
yp=E

Ex:ﬂ+2y=6
dt

Solucdo Homogénea

ﬂ+2y:0—>ﬂ:
dt dt
ﬂz—Z—)LQ:—Z
at y dt

y

j%%dt:j—zm

_2y

Iny=-2t+c
eIny :e—Zt +ec
-2t

y, =€ ".A
y,= Ae™
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Solugéo Particular

y=cte, entédo dy =0
dt

logo, 2y =6
-6
v=%
y, =3

Solucgéo Geral

y) =y, +Y,
y(t) = Ae ™ +3

PVI- condicdo inicial y(0) = 10
y(t)=Ae™ +3

y(t) = (y(0) - %)ezt 43

y(t)=(10-3)e ™ +3
y(t)=7e* +3

o EDOL nao homogénea guando uma constante diferente de zero toma o lugar do
zero apds a igualdade

Forma: ﬂ+ cy =K
dt
yt =y, +V,
Solucédo Geral: com ‘c’#0
K y(t) = Ae +%

ic: Problema do Valor Inicial (PVI) - introducdo de uma condicao inicial na qual y
assume o valor y(0) quando t=0, logo:

Yy, = A+5.'. A= y(O)—5 ; A utilizacdo da condicdo inicial (PVI) para definir a
c C

constante arbitraria A deve ser executada como a etapa final, apds achado a solucéo
geral para a equacao completa.

Ex: %—Sy:4, com a condicdo inicial y(0)=2

Solucdo Homogénea
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dy dy
—J _8y=0->-2-8
at Y a )
ﬂ:8—>i.ﬂ:8
at y dt

y

jl.ﬂdtzpdt

y dt

Iny=8t+c
eIny :eSt +ec
y, =e*.A

y,=Ae™

Solucdo Particular

dy g4 K_4 1

dt c -8 2
1

yp=—5

Solugdo Geral

yt) =y, +Y,
1
t)= Ae¥ — =
y(t) 5

PVI:A:(y(O)—%)—> A:(Z—(

5 4, 1
t)=—e% =
Y =7 5

2.2 - TERMO VARIAVEL E COEFICIENTE VARIAVEL

» Caso homogéneo

dy +u(t)y=0
= Forma: dt

_ael
= Soluco Geral: Y()=Ae

Material Didatico de Apoio - EDO
Prof. Patricia Pugliesi Carneiro[Digite texto]

Pagina 6



j%.dy:—ﬁtzdt—) In y+c:—J'3t2dt

In y:—c—jstzdt
eIny :e—c.e—jStzdt

Y(t) - e—C .efj3t2dt

3t2dt —3.1.I3+C
Desenvolvendo a resposta: A=e ;e ' =g 3
t)= Ae " e
y) . ,onde B=Ae°
y(t)=Be™

» Caso ndo homogéneo

Forma: % +u(t)y =w(t), onde w(t) =0
N —J'U(t)dt J'u(t)dt
Solugéo Geral: y(t)=e A+ jwe dt

Ext: y+4ty=4t

dt
judt=j4tdt
u=4t . 4jtdt=4.1t2 +e
w=4t 2

2t +¢

Colocando na Solucéo Geral:
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y(t) = e_ju(t)dt(A+jwejumdtdt)
y(t) = e‘(2‘2+°>(A+ j 4t.e(2t2+°)dt)
Método de Integracdo por Substituicao:

j atel ot | reorganizando I el gty

chamando: u=2t?+c

du 1
e".—=—|e"du

du =4t I 4 4.[

dt 1 A

du=4tdt ; —e'+c==-e%4c

| 4 4

u
T:tdt Lenge g
4

y(t) = e et Are X g .%.e”z e‘+c
y(t)=e™ .e‘°.A+%+ c -onde B= Ae +c¢

: 1
t)=Be™?® +=
y(t) 2

Ex2: ﬂ+3ty =t
dt

judt=j3tdt
u=3t . 3jtdt:3.£t2 +e
w=t 2

§t2+c

2

Colocando na Solucéo Geral:

y(t) = e_j”(t)dt(A+ Iweju(t)dtdt)

y(t) = e[ztzﬂj[m [ t_e[2t2+°]dt]

Método de Integracdo por Substituicéo:

Material Didatico de Apoio - EDO
Prof. Patricia Pugliesi Carneiro[Digite texto] Pagina 8



Si24c 32

It.e(2 jdt, reorganizando Ie[zt +Cjtdt

chamando: u = gtz +c

%u:z'%t du 1
t Ie“.—:—je“du
a | 1e“+c—£et2+c+c
U _ e 3 3
3
,Etz 7§12 E'[2
y(t)=e 2 e“.A+e? e°‘.=e? e°+cC

3.2
y(t)=¢e 2 .e‘°.A+%+c ;onde Bz Ae™* +cC

3.2

y(t)=Be 2 o1
' 3

. dy _ . _3/.
Ex3: a+2ty_t, dada a condicéo inicial y(O)_A.
[udt= [ 2tdt
u=2. 2]tdt=2.1t2+c
w=t 2

t>+c
Colocando na Solucéo Geral:
B —J'u(t)dt ju(t)dt
y(t)=e A+Iwe dt

y(t) = e*(“*C)(A+ j t.e(“*c)dt)
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Método de Integracdo por Substituico:
| tel*ldt , reorganizando | el

chamando: u=t? +¢
du
dt
du=2dt ;

u 1 .
—e'+c==¢
d—zu:tdt 2 2

2t Ie”.%:%je”du

yO=e e A+e" .e“’.l.eIZ e +c
2
yity=e™ .e‘°.A+%+c ‘onde B= Ae ™ +c

2 1

t)=Be™" +=

y() 5
Dada a condicéo inicial y(0) = % :

y(t)=Be™ + %
2

(3 1] e 1
——— | +=
2 2 2

S
= et +=
2 2

2 1
)=e" +=
y(® 3

3.0 - EQUACOES DIFERENCIAIS DE ORDEM MAIS ALTA

o E linear

Equacao diferencial com termo constante e coeficiente constante

o N&o ocorre nenhum termo de produto no qual y seja multiplicado por qualquer de
suas derivadas

O

= Forma: y''(t)+a,y'(t)+a,y=b

b= 0 —+ caso homogéneo

onde, a,, a,e b = constantes ; {b + 0 - caso nio homogéneo
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= Solucdo Particular (y,):

b b
y, =—0u—
c a,

Ex: Encontre a solugéo particular da equagéo diferencial abaixo:

y'(®)+y't)-2y=-10

Resolucéo:
b
Yo g
_-10
-2
Yp =95

» Solucdo Homogénea ou Complementar

= Forma: Y O+ayt)+a,y=0

o y:Ae“’ logo y'=rAe"

y'=r?Ae"

Soluca

r’Ae"+arAe" +a,Ae" =0
Ae"(r? +a,r+a,)=0

Equacdo Caracteristica ou Auxiliar: r* +a,r +a, =0;

usa-se a Formula de Baskara para encontrar as raizes caracteristicas r, e 1, :

- * (al)z _4a2

r,r,=
2
- t
a soma das ralzes 1 +1n =-—a , . y, = Ae"
Obs: < . 1772 ™ Ha duas solucBes { A ,
o produto das raizes T = d, _ rt
172 2 y, =Ae

onde : A, e A, sdo constantes arbitrarias
T, € 7,580 raizes caracteristicas
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* Combinar as solugdes y, e y, de modo a incluir ambas as constantes A, e A,, onde

Yh=Y1 1Y,

3.1 - RAIZES CARACTERISTICAS

> Raizes Reais e Distintas

Ya=Y11+Y>
y, =Ae™ +Ae” comr =,

2
Ex: d 2y+2ﬂ
dt dt
y0)=0ey’(0) = 1.

Solucéo Particular:

b
yp_a_2

48
Yo = T4
Yy =2

Solucdo Homogénea ou Complementar:

y'+2y'-24y =0
r’Ae"™+2rAe™ —24Ae" =0
Ae"(r? +2r—24)=0

Equacao Caracteristica:

—a, +4/(a, ) —4a
r’+2r-24=0; r,r,=—: @) 2

2
—2+,/(2)" —4(-24)
nr=
2
—-2++/4+96
n,rn=————
2
—-2++/100
rl'rZ Sl —
2
-2+10
n,r = 5
=4
r,=—6

—24y =28 (ou y'"+2y'-24y = 48), dadas as condi¢des iniciais
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Y=YntY,
y=(y1+y2)+yp
y=Ae" +Ae™ -2
J
(Solucdo Geral)

Dadas as condigdes iniciais:

y(0) =0 para t(0).

y=Ae"+Ae®-2=0
Ae*@ 4+ Ae®@ _2=0
A+A =2

y'(0)=1
y=Ae" +Ae®-2=0
AAE" +6AL +0=1

4Ae"” +6A %0 =1
4A —6A, =1

Formacao do sistema:

A+A =2 N
4A —6A, =1 ; resolvendo por substituicdo: A, =2-A,,
—BA, =
Logo: 4A —-6A, =1
A=2-A,
42-A,)-6A, =1 .
8—4A, —6A, =1 =2-15
-10A, =1-8 ; 207
~10A, =-7(-1) © 10
7 13
=10 A =10
Assim: y=Ae" + Ae™ -2
yt :EGM +le—6t _2
10 10
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4.0 - EQUACOES DIFERENCIAIS EXATAS

o Lembrando Diferencial Total

dF(y,t)= 8_de+ F ; onde 9 ¢ F 0 derivadas parciais.
oy ot oy ot

oF oF
uando F(y,t)=0, entdo —dy+—dt=0;
Q (y.t) P A=

chamando: M :8—F e N =6_F
oy ot

= Forma: F(y,t) =0
Mdy + Ndt =0

* Solugdo: F(y,t) =c¢

Obs: uma ED Exata sera sempre de 12 grau e de 12 ordem; surge & (t) - psi - que
desempenha um papel como uma constante de integracéo, representando qualquer termo
aditivo que contém a variavel t e ou algumas constantes (mas nenhum y).

= Meétodo em 4 etapas:
1) Integra M com respeito a y e acrescentar ¢ (t)
F(y,t)= [ Mdy+ o(t)

oF(y,t)
ot

2) Diferenciar esse resultado com respeito a t,

3) Iguala a N para achar quemé ¢ (1)

4) Integra ¢ ’(t)

5) Soma os resultados para obter a solu¢do da equacéo e iguala a ¢ (constante
arbitraria)

Ex: 2ytdy + y*dt=0
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Passo 1: F(y,t) —J.I\/IdYﬂD()
_J'2ytdy+qo(t)
= 2[ ytdy + ¢(t)
- 2.5y2t+(p(t)

= y?t + p(t) > L2 resultado

Passo 2: aFg’t) =y>+¢'(t)

Passo 3: y? +¢'(t)=N
Yy +e'(t)=y

¢'(t)=0

Passo 4: [ ¢'(t)dt = [0dt =0 — 22resultado;
0=k

Passo 5: F(y,t)= y*t+k
y’t+0=c

Ex2: (t+2y)dy+(y+3t2)dt=0
M :%:(t+2y) ;N =aa—=(y+3t2)
Passo 1: F(y,t):J'Mdy+ olt)
= [(t+2y)dy+olt)
=w+2%y”¢ﬁ)

=ty + y* + ¢(t) > 12resultado

oF(y,t)
ot

Passo 2: =y+o'(t)
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y+¢'(t)=N
y+o'(t)=y+3t°
¢'(t)=3t"

Passo 3: [¢'(t)dt = [ 3t*dt

3.1t3 +c=t°
3

Passo 4: F(y,t)=ty+y? +o(t)
ty+y>+t’=c

4.1 - EQUACOES SEPARAVEIS

= Forma: M(t)+ N(t)% =0 ou M(t)dt + N(t)dy =0

= Solugdo: [N(y)dy=—[M(t)dt+c

1-y*=e? g°
2 S
-y =|e? Al-1
Etz
y? =1- Ae?
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