Material Didatico de Apoio

OTIMIZACAO CONDICIONADA

1. INTRODUCAO
O Método do Multiplicador de Lagrange permite encontrar extremos (maximos
e minimos) de uma funcdo de uma ou mais varidveis suscetiveis a uma ou mais
restricoes.

2. METODO PRATICO

Passos:
1. Formar a equagio Lagrangeana F(x;y; 1)
2. Condicdo necessaria: as derivadas parciais iguais a zero.
3. Resolve o Sistema de equagdes achando x;y; A .

4. Substituir os valores de x e y na funcdo principal e achar o maximo ou minimo

Condicdo Suficiente ou Condicédo de 22 Ordem

Identifica se 0 ponto € maximo ou minimo através de uma analise do Hessiano

Aumentado |H | (ou Hessiano Orlado).

- Formacéo do Hessiano |H]
Hessiano: determinante formado pelas derivadas parciais de 22 ordem da funcdo

principal.

o2 0
= |yl | oxz oxay
|H = =| 2 2
fyx fyy| |02 02
oyox  oy?
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Hessiano Aumentado: para formar o hessiano aumentado adiciona-se uma linha acima e
uma coluna a esquerda. Essa linha é formada por 0 e as derivadas parciais da equagao
restricdo (ou condigéo).

0 gx gy
|H |=|gx Zxx Zxy

ay Zyx Zyy

I.C: Z,, = Z,,, pois sdo as derivadas parciais cruzadas.

I.C: gx e gy sdo as derivadas parciais de X e de y com respeito a equacao restri¢ao.

- Anélise do Hessiano (C.S)

o Para um maximo: |H, |>0;| H, |> 0...; (sinais alternados para os hessianos).

. Para um minimo: | H, |<0;| H, |<O...;

Exemplo 1: Dada a fungdo F =Xx,X, + 2X,, sujeita a condicdo 4x, + 2x, =60.
Utilizar o Método do Multiplicador de Lagrange para identificar o ponto extremo e usar
0 teste do hessiano para saber se € um ponto de maximo ou de minimo.

F(X;; X,; A) =X, X, + 2%, + A(60 — 4%, —2X,)

Condicao necessaria (Condicao de 12 ordem)

i:xz +2-44

% X, +2—42=0(1)
f:xl—zz X, —24=0(Il)

X2 60 — 4x, —2x, =0(lll)
ﬁ=60—4x1—2x2

oA
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Com respeito a | e 1l temos:

X, + 2
()X, +2—81=0=>x, +2=41= A= 2"
(II)x1—2/1=0:>xl=2;t:>/1=%
2 2 4
/1=/1.'.X—21=X2+ =A4xX, =2X, +4=> X, = %o

Substituindo em I11:

X, +2

60 — 4X, — 2X, :60—4(

= -4X,=-60+4=Xx, =14

Achando X :
2
x1=X2+ :>14+2=8
2 2
Achando A :
2 2

Condicao Suficiente (Condicéo de 22 ordem).

Funcdo F =x,Xx, +2x;

2

F_ X, +2= c°F =0
0%, 0X,2
oF 0%F
— =X = =0
0oX, 0X, 2

2 2

0?F PN 0?F 1
0%, X, 0%, %,

Achando o Hessiano aumentado:

X, +2
2

=X

j—2x2=0:>60—2x2 —4-2x,=0
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0 ogx gy| 0 4 2
|H|=|gx Zxx Zxy|=|4 0 1| Det|H | de ordem 3 Aplica-se Sarrus.
gy Zyx Zyy| 2 1 0

Obs: Derivadas Parciais da restricdo

4%, + 2x, =60 0 4 2 0 4
gx=4 |IHI=[4 0 1 4 0=|H|=8+816>0
gy=2 2 1 0 21
Resposta: € um ponto maximo
3. APLICACAO PRATICAEM ECONOMIA[A. P. E]

Exemplo 1: Uma empresa produz dois tipos de equipamentos E, e E,. A
funcdo de custo associada a producao é:
C =0,5x* +4y” —2xy +100

A capacidade de producdo num periodo é de 13 equipamentos no total. Quantos
equipamentos de cada tipo devem ser produzidos no periodo para minimizar o custo de
producao?

Resp: x=10

Ex2: Suponha que x unidades de médo de obra e y unidades de capital possam produzir

f(x, y):60x%y% unidades de certo produto. Suponha também que cada unidade de

mdo de obra custe R$100, enquanto cada unidade de capital custa R$200. Considere que
R$30.000 estdo disponiveis para serem gastos com a producdo. Quantas unidades de
méo de obra e quantas unidades de capital devem ser utilizadas para maximizar a
producao?

Solucdo: O custo de x unidades de médo de obra e y unidades de capital € igual a
100x + 200y . Assim, como queremos utilizar todo o dinheiro possivel (R$30.000),
devemos ter a seguinte equacao vinculo satisfeita:

100x + 200y = 30000 Ou g(x, y)= 30000 —100x — 200y = 0.

A funcéo a ser minimizada é f(x,y)= GOX%y%. Neste caso, temos.
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z—F — 45x 4y/s 1002 =0
X

% ~15x7y 74 ~ 2004 =0

oF _ 30000 -100x —-200y =0
oA

Resolvendo as duas primeiras equacdes para A, obtemos.

100 20
/’lzgx%y_34 =ix%y_%
100 40

Assim, devemos ter.
20 40

Para resolver y em termos de X, multiplicamos ambos os lados dessa equacdo por
x4y’
9 3

—y=—X
20y 40

y==x
6

Inserindo esse resultado em 100x + 200y = 30000, obtemos
100x + 200(% xj =30000

&3?)( = 30000

X =225

Portanto,

y= 2—25 =37,5.

Assim, o0 maximo é obtido utilizando 225 unidades de méao de obra e 37,5 unidades de
capital.
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