Material Didatico de Apoio

OTIMIZACAO NAO CONDICIONADA

1. OTIMIZACAO NAO CONDICIONADA: MAXIMOS E MINIMOS

DE FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

1.1. INTRODUCAO

O caélculo de derivadas permite-nos encontrar pontos de maximo e/ou de

minimo de fun¢des, com inUmeras aplicagdes em economia, como 0 estudo de uma

meta de equilibrio, no qual o estado de equilibrio é definido como posic¢do 6tima para

uma dada unidade econémica (uma familia, uma firma ou mesmo a economia global).

1.2. CONDICAO NECESSARIA: TESTE DA 12 DERIVADA

Se f(x; y) tem um maximo ou minimo relativo em (x;y)=(a;b) entdo é porque

suas primeiras derivadas s&o iguais a zero. %(a; b)=0; %(a; b)=0

I.C: é a condicdo necessaria que define o ponto extremo.

Exemplo 1: Dada a funcdo f(x;¥) = 3x*+ 4xy+ 3y*+ 8x — y + 30. Encontre 0

ponto (a; b) no qual f(x; y) obtém o seu minimo.

Z—£=6x+4}r+8—>CN:6x+4}r+8=ﬂ
6x + 4y = —8
4y = —8— b6x
—8—Bx

v:

3 "
?=4x+6y—1+CNﬂx+ﬁy—l=ﬂ
.
4x+6v=1
6y =1—4x

(Eq.1)

Material Didatico de Apoio — OTIMIZA(;AO NAO CONDICIONADA
Prof. Msc. Patricia Pugliesi Carneiro
Economia Matematica



(Eq. 2)

y=y-> =T 6 (—6x—8) =4+ (—4x+1) > —36x—48 = —16x +
4
52 13
—36x+16x=4+48 = —20x =52 = x = 5 T X=—7
Se x = —%, entdo para encontrar o valor de ¥ basta substituir em na equacéo 1 ou 2.
Substituindo na Eq.2, temos:
_ 13 52

1— 4x 1—4"-’-(—?] 1++ 57 1 57 19
y= -y = -y = Y= _—*k— 3 Yy=_—3y=_—
’ ’ 6 ; G ; 5 6 - 30 10

im- =(_3.13
Assim: (x, v) —( . ,m).

Exemplo 2: Encontre o ponto (x; ¥) onde f(x;¥)tem um ponto extremo maximo ou
minimo. Sendo f(x,¥) = x* —3y* + 4x + 6y + 8.
ar

E=Ex+4—}CN:ZI+4=l]

z—£=—6y+6—>CN:—6}r+6=D

—6y = —6

y=1

Depois de encontrado o valor de x e y. Temos que:
(xy)=(=21)

1.3. CONDICAO SUFICIENTE: TESTE DA 22 DERIVADA

2
N B B
D(xy) = o oy _(axayJ

. Casos:

1. Minimo Relativo
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D(a;b) >0

D(x;y)>0

02 f

ox2
2. Maximo Relativo

D(a;b) >0

D(x;y)>0

02 f

ox2

>0

<0

3. Ponto Sela
D(a;b) <0
D(x;y) <0

4. Nenhuma conclusdo pode ser obtida
D(a;b)=0
D(x;y)=0

Exemplo 1: Determine o ponto (x; y) correspondente ao extremo relativo e

identifique através da natureza do teste da 22 derivada se o ponto € maximo ou minimo.

f(Xy) =—2x2+2xy — y2+4x—6y+5

Condicao Necessaria: teste da 12 derivada.
af _

—=—4x+2y+ 4
fx -
—4x 42y +4=0-2y= 44+ 4xsy="2"_y=2x—2
4 —ax—2y—6
dy -
2x—6

2Zx—2yv—6=0—=—-2yv=6—2x =y = “y=x—3

Assim:
y=y—=22x—2=x—-3 =22y —x=2-3-=2x=-1
Se x = —1 entdo:

y=2x—2-2y=2%(-1)—2—2y=—-2-2-=2y=—4
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Entdo o ponto (x; y) = (-1; -4).

Condicao Suficiente: teste da 22 derivada.

2

oty

OxX? ,

2 2 2 2
ﬂ:_z D(X;y):af'af_ 0% f _
0y? ox? oy? |\ oxoy

2

02 f _5

oxoy

(—4)+(—-2)—(2°)=8—-4=4>0

D(x;y)>0

2
ﬂ=—4<O
OX2

Resposta: Depois de analisada todas as condicGes, temos que a funcdo tem um

maximo relativo.

Exemplo 2: Determine o ponto (X; y) correspondente ao extremo relativo e identifique
através da natureza do teste da 22 derivada se 0 ponto € maximo ou minimo.

f(Xy)=x2+2xy +5y?2+2x+10y -3

Condicao Necessaria: teste da 12 derivada.

F —ax12y42
dx -

R P |

% — 2% + 10y + 10
dy

—2x—10
10

2x+10y4+10=0—=10y=—-2x—10 =y =

Assim,

—2x—10

10 = —8x=0—=x=10

y=y—+—x—1= - 10#(—x—1)=—-2x—10—= —10x — 10 = —2x —

Como x =0 entdo:
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}r:—x—l—}}r:ﬂ—l —}_1:!':—1

Entdo o ponto é (x; y) = (0; -1)

Condicao Suficiente: teste da 22 derivada.

s
dx?

-

1) =@+ (10)- (@) =20~ 4= 16

D(x,y) =16 =10

Tr_2=0

dx?

Resposta: Depois de analisada todas as condi¢fes, temos que a fungdo tem um

minimo relativo.

2. APLICACAO PRATICAEM ECONOMIA [A. P. E]

O critério de selecdo mais comumente usado em Economia é baseado na meta
de maximizacdo de alguma coisa (tal como a maximizacao dos lucros de uma firma, da
utilidade do consumidor, ou da taxa de crescimento de uma firma ou de uma economia
nacional) ou na minimizacdo (tal como a minimizacdo do custo de produzir um dado
nivel de producdo).

2
Exemplo 1: Suponhamos que: R(Q)_1000Q 2Q
C(Q)=Q® -59Q* +1315Q + 2000

Portanto,
7=R-C :—Q3 +57Q2 —315Q — 2000

Onde R, C e 7 sdo todos medidos em reais, enquanto Q é em, digamos, toneladas por
semana.

Esta funcdo lucro possui dois valores criticos, pois
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drz 3
—— =-30Q%+114Q -315=0 quando Q =
qo = 3Q"+114Q quando Q {35

Mas, ja que a derivada segunda é
d?z > 0 quando Q=3
d2Q? =-6Q+114 L‘: 0 quando @ = 35

O nivel de producéo de 35(toneladas por semana) é o Unico que maximiza o lucro.
A substituicdo de valor Q=35 na funcdo lucro revela que o lucro maximo é R$
13.925,00 por semana no presente caso.
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